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teoria elementar de conjuntos



conceitos basicos

A nocdo de conjunto é uma nocdo fundamental na Matematica. O estudo de
conjuntos (designado por Teoria de Conjuntos) foi introduzido por Georg
Cantor, nos finais do século XIX. A teoria de Cantor, um tanto intuitiva, foi
posteriormente tratada de uma forma axiomatica.

A Teoria de Conjuntos revela-se, hoje, essencial ndo sé em muitos campos da
matemadtica, mas também noutras dreas como as ciéncias da computacgio.

Nesta unidade curricular, iremos considerar a no¢do de conjunto como um
conceito primitivo, ou seja, como uma nog¢ao intuitiva, a partir da qual serdo
definidas outras nogoes.

Intuitivamente, um conjunto é uma colecdo de objetos, designados elementos
ou membros do conjunto.



conceitos basicos

exemplo:

S30 exemplos de conjuntos as colegcées de:

i | unidades curriculares do primeiro ano do plano de estudos de LEI;
ii | pessoas presentes numa festa;

iii | estagdes do ano;

iv | todos os niimeros naturais.

Representamos os conjuntos por letras maiusculas A, B, C, ..., X, Y, Z,
eventualmente com indices.

Os elementos de um conjunto sdo habitualmente representados por letras
minusculas a, b, ¢, ..., X, ¥, z, também eventualmente com indices.



conceitos basicos

Sejam A um conjunto e x um objeto.
Dizemos que x pertence a A, e escrevemos x € A, se x é um dos objetos de A.

Caso x n3o seja um dos objetos de A, dizemos que x nao pertence a A e
escrevemos x € A.

exemplo:

Sejam A o conjunto de todos os niimeros primos inferiores a 50 e B o conjunto
de todas as solucées da equacio x* 4+ 3x — 4 = 0.

Temos, por exemplo, que 3 € Ael € B.

Por outro lado, 1 ¢ A e3 ¢ B.



conceitos basicos
Um conjunto pode ser descrito de diversas formas.

definicdo de um conjunto por extensdo

Podemos descrever um conjunto enumerando explicitamente os seus elementos,
colocando-os entre chavetas e separados por virgulas.

Neste caso, dizemos que o conjunto é descrito por extensao.

exemplo:

Se A € o conjunto de todos os niimeros primos inferiores a 50 e B o conjunto
de todas as solucBes da equacio x* +3x — 4 =0, entdo A e B podem ser
descritos por extensdo do seguinte modo:

A={2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43, 47};

B ={-41}.



conceitos basicos

Numa descricdo por extensdo, nem sempre é possivel ou praticavel a
enumerac3o de todos os elementos. Nesse caso, utiliza-se uma notagdo
sugestiva e ndo ambigua que permita intuir os elementos ndo expressos.

exemplo:

O conjunto dos nimeros naturais € usualmente representado por extensdo

utilizando a seguinte notagdo:
N=1{1,23,...}

O conjunto dos niimeros inteiros pode ser escrito por extensdo recorrendo a

seguinte notagdo:

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.



conceitos basicos

definicdo de um conjunto por compreensdo

Podemos descrever um conjunto indicando um predicado p(x), com dominio de
variagcdo U para a variadvel x, tal que os valores possiveis a em U para os quais
p(a) é verdadeira sdo exatamente os elementos do conjunto em causa.

Neste caso, dizemos que o conjunto é descrito por compreensao.

exemplo:

O conjunto dos nimeros naturais menores do que 5 pode ser descrito, por
extensio, por {1,2,3,4}.

Em alternativa, podemos definir esse conjunto por compreensdo como se segue:

{neN:n<5}



conceitos basicos

exercicio:

Seja X = {—2,—+/2,-1,0,1,v/2,2,4}. Indique os elementos de cada um dos
seguintes conjuntos:

i|{x€eX:xeN}

i {x e X:|x| <2},
i | {x € X :y/x€eX};
iv|{xeX:x*eX};

v {x®:xe X}



conceitos basicos

Ao (nico conjunto que n3o tem qualquer elemento chamamos conjunto vazio,
e representamo-lo por & ou por {}.

O conjunto vazio pode ser descrito por compreensio, recorrendo a um
predicado que n3o possa ser satisfeito. Por exemplo,
g={neN:n" =28}

ou

@ ={x:x# x}.



subconjuntos

Dois conjuntos A e B dizem-se iguais, e escreve-se A = B, se tém os mesmos
elementos, ou seja, se
Vx (x € A< x € B)

é uma proposicdo verdadeira.

Se existir um elemento num dos conjuntos que n3o pertence ao outro, entdo A
e B dizem-se diferentes.

exemplo:

1| O conjunto de todos os divisores naturais de 4 é igual ao conjunto
A ={1,2,4} e também € igual ao conjunto
B={xcR:x*—7x*+14x — 8 = 0}.

2| Os conjuntos C = {x € N: x é miiltiplo de 3} e D = {6,12,18,24,...}
sdo diferentes, pois3 € C e3¢ D.



subconjuntos

Sejam A e B conjuntos. Diz-se que A esta contido em B ou que A é um
subconjunto de B, e escreve-se A C B, se todo o elemento de A é também
elemento de B, ou seja, se

Vi (x € A— x € B)
é uma proposi¢cdo verdadeira.
Se existir um elemento de A que n3o é elemento de B, ou seja, se Jxca X € B

é uma proposicado verdadeira, diz-se que A nao esta contido em B ou que A
nao é um subconjunto de B, e escreve-se A Z B.

exemplo:

11 {-1,1} C{x €R: x* —2x* — x + 2 = 0}, uma vez que tanto -1 como 1
sdo solugdes da equagio.

21{0,-1,1} Z {x € R: x* —2x*> — x + 2 = 0}, uma vez que 0 ndo é solucio
da equagio.
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subconjuntos

Sejam A e B conjuntos. Diz-se que A esta propriamente contido em B ou
que A é um subconjunto préprio de B, e escreve-se AG Bou AC B, se
AC Be A# B, ou sgja, se

Vs (x€A—=-x€B) AN weex¢A
é uma proposi¢cdo verdadeira.

exemplo:

{-1,1} ¢ {x e R: x> —2x* — x +2 = 0}, uma vez que, para além de 1 e -1, 2
também é solugcdo da equagio.
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subconjuntos
proposicao:

Sejam A, B e C conjuntos. Ent3o,
1o CA

2| ACA;
3/SeACBeBC Centio ACC;
4| A=Bseesése (AC Be BCA).

demonstracido

1 | Mostremos, por redu¢do ao absurdo, que @ C A. Nesse sentido, assumamos
que @ Z A. Entdo, existe um elemento de @ que n3o pertence a A. Ora, &
ndo tem elementos. Esta contradi¢do resultou de supormos que & Z A. Logo,
o C A

2 | Dado um elemento arbitrario a de A, é claro que a € A. Logo,
Vx (x € A— x € A) é uma proposi¢cdo verdadeira, ou seja, A C A. 12



subconjuntos

3 | Suponhamos que AC B e B C C, ou seja,
(x) Vx (x € A= x € B) e (x%) Vx (x € B—=x € ()

sdo proposicoes verdadeiras.

Pretendemos mostrar que A C C, isto é, Vx (x € A— x € C) é uma
proposi¢cdo verdadeira. Seja x € A. Por (%), podemos concluir que x € B.
Logo, de (xx), vem que x € C. Assim, todo o elemento de A é elemento de C,
ou seja, AC C.

4 | Pretendemos mostrar a veracidade da equivaléncia A= Bseesése (AC B
e B C A). Iremos fazé-lo provando as duas implica¢des.
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subconjuntos

(=) Suponhamos que A = B. Ent3o,
Vi (x € A+ x € B)
é uma proposicdo verdadeira, ou, equivalentemente,
Vs (xeA—=xeB)A(x € B—xcA)
é verdadeira.

Logo,
vx (X EA—-xE B)

Vi (x € B—x€A)
sdo proposi¢des verdadeiras. Portanto, AC Be B C A.

(«=) Suponhamos que A C B e B C A. Entdo, todo o elemento de A é
elemento de B e todo o elemento de B é elemento de A. Por outras palavras,
A e B tém exatamente os mesmos elementos, ou seja, A = B. ]
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operacdes com conjuntos

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X (dito o universo). O conjunto
dos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A e B chama-se
unido ou reunidao de A com B, e representa-se por AU B, ou seja,

AUB={xe X :xe AVxe B}.

exemplo:
1| Sejam A={1,2,3} e B=1{3,4,5}. Entdo, AUB ={1,2,3,4,5}.

2| Sejam C ={2n:neN} e D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Entdo,
CUD={neN:népar Vn<10}.
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operacdes com conjuntos

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X. O conjunto dos elementos que
pertencem simultaneamente aos conjuntos A e B chama-se intersecdo de A
com B, e representa-se por AN B, ou seja,

ANB={xeX:xe AAx € B}.

exemplo:
1| Sejam A={1,2,3} e B={3,4,5}. Entdo, AN B = {3}.

2| Sejam C ={2n:ne N} e D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Entio,
CND=1{24,6,8,10}.
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operacdes com conjuntos

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X. O conjunto dos elementos que
pertencem a A mas n3o pertencem a B chama-se complementar de B em A,
e representa-se por A\ B, ou seja,

A\B={xeX:xe ANx ¢ B}.
O complementar de B em A também se designa por diferenca de A com B e

pode, também, representar-se por A — B.

Quando A é o universo X, o conjunto A\ B = X \ B diz-se o complementar
de B e representa-se por B ou B’.

17



operacdes com conjuntos

exemplo:
1| Sejam A={1,2,3} e B={3,4,5}. Entdo, A\ B ={1,2}.

2| Sejam C={2n:neN} eD ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Entio,
C\D={neN:népar An>10}} eN\D={neN:n>10}.

3| Dados os subconjuntos E = {—2,0,2, 7,7} e F =] — 00, 3] de R, temos:
i| EUF =] —o00,3|U{m,7};

il ENF={=2,0,2};

i ] E\ F={m7};

iv| EUF = [3,7[U]m, 7[U]7, +ool.
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operacdes com conjuntos

Na proposigcdo que se segue, apresentam-se algumas propriedades relativas a
unido de conjuntos.

proposi¢ao:

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Ent3o,

1|ACAUBeBCAUB;

2| AUD = A
3|AUA=A
4] AUX = X;

5| AUB=BUA
6| (AUB)UC=AU(BUC);

7|se AC Bentio AUB=B.

19



operacdes com conjuntos
demonstracao

Iremos demonstrar as propriedades 1, 2, 4, 6 e 7. As restantes ficam como
exercicio.

1 | Mostremos que A C AU B, ou seja, que
Vi« (x€ A= xe€AUB)
é uma proposicdo verdadeira.
Seja x € A. Temos que
xeEA=>xcAVvxeB
& x e AUB.

Logo, x €« A= x € AU B e, portanto, AC AU B.

A prova de B C AU B ¢ analoga.

20



operacdes com conjuntos

2 | Mostremos que AU @ = A. Da propriedade 1, vem que A C AU &. Resta,
pois, provar que AU @ C A.

Seja x € AU @. Temos
xeAUG & xcAVxeg

= x €A, uma vez que x € & é falsa.

Assim,
x€cAUQZ = x € A.

Por outras palavras, AU @ C A.

Assim, AU = A.

21



operacdes com conjuntos

4 | Provemos agora que AU X = X. Da propriedade 1, vem que X C AU X.
Basta mostrar que AU X C X.

Seja x € AU X. Temos

x€AUX & xeAvxe X
=x€XVx€eX (umavez que AC X)
< x e X.

Logo, x e AUX = x € X, donde AUX C X e, assim, AUX =X

22



operacdes com conjuntos
6 | Mostremos que (AU B)U C = AU (B U C). Por defini¢do de unido de
conjuntos,
x€e(AUB)UCe xe AUBVxeC
& (xeAvxeB)vxeC.
Uma vez que é vélida a propriedade associativa para a disjun¢do, temos que
(xeAvxeB)VvxeCexeAV(xeBvxe ().
Novamente pela definicio de unido de conjuntos, temos
x€AV(xeBVvxel)exeAvxeBUC

& xeAU(BUCQ).

Logo, x € (AUB)UCseesése x € AU(BU C), pelo que
(AUB)UC=AU(BUCQ).

23



operacdes com conjuntos

7 | Admitamos que A C B e mostremos que AU B = B. Da propriedade 1,
vem que B C AU B. Falta, pois, provar que AU B C B.

Seja x € AU B. Temos

x€EAUB & xcAvxeB
= x € BVx€eB (umavez que AC B)
& x € B.

Assim, x ¢ AUB = x € B.

Logo, AU B C B, pelo que AUB = B.

24



operacdes com conjuntos

Em seguida, apresentamos algumas propriedades relativas a interse¢do de

conjuntos.
proposi¢ao:

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Ent3o,

1|ANBCAeANBC B;

2| AN =g,
3|ANA=A
4ANX=A

5| ANB=BnNA
6| (ANB)NC=AN(BNC);

7|se AC Bentio ANB = A

25



operacdes com conjuntos

demonstracao
Iremos demonstrar as propriedades 1, 2 e 7. As restantes ficam como exercicio.

1 | Mostremos que AN B C A, ou seja, que
Vi (x € ANB — x € A)

é verdadeira.

Seja x € AN B. Temos que

xEANB&execAAXxEB
= x € A.

Logo, x €« AN B = x € A e, portanto, AN B C A.

A prova de AN B C B é andloga.

26



operacdes com conjuntos

2 | Mostremos que AN & = &. Fagamo-lo por redugdo ao absurdo, admitindo
que AND # 2.

Entdo, existe um objeto x tal que x € AN @.

Temos que

XEANT S xEcAAXED
= X € J.

Mas @ n3o tem elementos, pelo que temos um absurdo, que resultou de
supormos que AN G # .

Assim, AND = 2.

27



operacdes com conjuntos

7 | Admitamos que A C B e mostremos que AN B = A. Da propriedade 1,
vem que AN B C A. Falta, pois, provar que AC AN B.

Seja x € A. Como A C B, podemos concluir que x € B.

Logo, temos que a proposicdo x € AA x € B é verdadeira. Vimos, portanto,
quex €EA=(x€AAXxEB), ouseja, xe A=x€ ANB.

Assim, AC AN B. ]

28



operacdes com conjuntos
Vejamos algumas propriedades relacionadas com a complementag3o.
proposi¢ao
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Ent3o,
1|ANA=0e AUA=X;
2/A\@=Ae A\ X =g
3|se AC B, entdio A\ B=g;
4 AN (BUC) = (A\B)N(A\C);

5/ AN(BNC) = (A\B)U(A\C);

29



operacdes com conjuntos

demonstracdo lremos provar as propriedades 1, 2 e 5. As restantes ficam como
exercicio.

1 | Comecemos por mostrar que AN A = & por redugdo ao absurdo.
Suponhamos, pois, que existe x € AN A.

Temos que

xEANAES xEAAXEA
SxeEAN (X e X Ax ¢ A) (por defini¢ao de complementar de um conjunto)

=>xEANXEA,

o que é uma contradicdo, que resultou de supormos que AN A # @. Portanto,
ANA=g

30



operacdes com conjuntos

Verifiquemos, agora, que AU A = X.

Seja x € AUA. Como A e A s3o subconjuntos de X, os elementos de cada um
desses conjuntos s3o, ainda, elementos de X. Assim,

xEAUAS xEAVXEA
==xeXVvxeX
s x e X.

Mostramos que x € AU A = x € X. Podemos, pois, concluir que AUA C X.

31



operacdes com conjuntos

Resta mostrar que X C AU A. Nesse sentido, tomemos x € X.

E claro que a proposicdo x € AV x ¢ A é verdadeira. Ora, se x € X e x € A,
entdo x € A.

Logo,
x€EX=(x€EAVxEA),

ou seja,
xEX=>xEAUA.

Portanto, X C AU A e a igualdade pretendida segue.

32



operacdes com conjuntos

2 | Comecemos por mostrar que A\ & = A.

Por definicdo, A\ @ é o conjunto de todos os elementos de A que n3o
pertencem a @. Ora, nenhum elemento pertence a @.

Logo, A\ @ é o conjunto de todos os elementos de A, ou seja, A\ & = A.

No sentido de provar, por redugdo ao absurdo, que A\ X = &, admitamos que
existe x € A\ X. Temos que

xeA\X e xeAnx¢g X
=>xE€XAx¢gX, (porque A é subconjunto de X)

o que é uma contradi¢do, que resultou de supormos que A\ X # &.

Assim, A\ X = @.

33



operacdes com conjuntos

5 | Pretendemos mostrar que A\ (BN C) = (A\ B)U(A\ C). Precisamos,
pois, de mostrar que, para todo x, x € A\ (BN C) <> x€ (A\B)U(A\C) é
uma proposi¢do verdadeira.

Ora, pelas leis de De Morgan e pela propriedade distributiva da operagio légica
A em relagdo a operagdo V, temos que
x€A\(BNC)exeAAx¢ (BNC)
SxeAN-(xeBN(Q)
Sxe€AN(xeBAxEeCQ)
S x€eAN((xeB)V(xe())
Sxe€AN(x¢BVx¢Q)
S (xeAAx¢B)V(xeAAx ¢ C)
& (xe A\B)V(xe A\ ()
< xe(A\B)U(A\ Q)

Logo, A\ (BN C)=(A\B)U(A\ Q). 0

34



operacdes com conjuntos

observacido Sejam Ai, A, ..., A, subconjuntos de um conjunto X. Tendo em
conta que as operagles de unido e de intersecdo de conjuntos gozam da
propriedade associativa, podemos escrever sem ambiguidade

AlUAU...UA,

AiNAN...NA,.

A unigo dos conjuntos Ar, Az, ..., A, é usualmente notada por [Ji_, Ai e a
intersecdo por (7_; A;. Assim,

UA={xeX:xcAvxehV. vxeA}
i=1

n

NA={xeX:xcAAxEAN. . AxEA}.

i=1

35



operacdes com conjuntos

Vejamos, agora, outros processos para construir conjuntos a partir de conjuntos
dados.

Seja A um conjunto. Chamamos conjunto das partes de A ou conjunto
poténcia de A, que representamos por P(A), ao conjunto de todos os
subconjuntos de A, ou seja,

P(A) ={X: X C A}
exemplo:

Sejam A = {a, b,c}, B={1,2}, C ={1,{2}} e D = @. Ent3o,

L[ P(A) ={2,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a, b, c}}

2| P(B) ={2,{1},{2},{1,2}}

31 P(C) =12, {1}, {{2}},{1,{2}}}

4| P(w)={o} 36



operacdes com conjuntos

proposicao

Sejam A e B dois conjuntos. Ent3o,
1| @eP(A) eAcPA);

2 | se AC B, entdo P(A) C P(B);

3 | se A tem n elementos, entdo P(A) tem 2" elementos.

demonstracdo

1 | Para qualquer conjunto A, temos que @ C Ae A C A, pelo que & e A sio
elementos de P(A).

37



operacdes com conjuntos

2 | Suponhamos que A C B. Pretendemos mostrar que P(A) C P(B), ou seja,
que é verdadeira a proposi¢cao

VX (X € P(A) = X € P(B)).

Seja X € P(A). Entdo, X C A.

Como X C Ae A C B, podemos concluir que X C B.

Logo, X € P(B) e, portanto, P(A) C P(B).

3 | consultar bibliografia adequada.
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operacdes com conjuntos

Dados dois objetos a e b, os conjuntos {a, b} e {b, a} sdo iguais, uma vez que
tém exatamente os mesmos elementos. A ordem pela qual s3o listados os
elementos n3o interessa.

Em certas situagdes, interessa considerar os objetos por determinada ordem.
Para tal, recorremos ao conceito de par ordenado.

Dados dois objetos a e b, o par ordenado de a e de b serd denotado por
(a, b). Dois pares ordenados (a, b) e (c, d) dizem-se iguais, escrevendo-se
(a,b) = (c,d), quando a=ce b=d.

Note-se que, dados dois objetos a e b, se a # b, entdo (a, b) # (b, a).

39



operacdes com conjuntos

Num par ordenado (a, b), o objeto a é designado por primeira coordenada (ou
primeira componente) e o objeto b é designado por segunda coordenada (ou
segunda componente).

Os pares ordenados permitem-nos formar novos conjuntos a partir de conjuntos
dados.

Sejam A e B conjuntos. O conjunto de todos os pares ordenados (a, b) tais que
a € Ae be B diz-se o produto cartesiano de A por B e representa-se por
A x B. Ou seja,

Ax B={(a,b):ac AANbe B}

40



operacdes com conjuntos

exemplo:

1| Sejam A= {1,2} e B={a, b, c}. Entdo,
Ax B=1{(1,a),(1,b),(1,¢c),(2,a),(2,b),(2,¢)}
B x A={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}.

E claro que Ax B # B x A.

2| Sejam C={2n:ne N} e D={2n+1:neN}. Entdo,
CxD={(2n,2m+1): n,m € N}.

3| Sejam E = F =R. Os elementos de E x F =R X R podem ser
representados geometricamente como pontos de um plano munido de um eixo

de coordenadas.
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operacdes com conjuntos

A noc¢do de produto cartesiano de dois conjuntos generaliza-se de forma natural:

Sejam Ay, Az, ..., A, conjuntos (n > 2). O produto cartesiano de
A1, Az, ..., Ay, notado por A; X Az X ... X Ay, é o conjunto dos n—tplos
ordenados (a1, az,...,an) em que a1 € A, a € Az,...,a, € Ay, OU s€ja,

Al x Ay x .. x Ap={(ar,a2,...,an) a1 EALA@ €E A A... Na, € An}.

Se Ay = Ay =...= A, = A, escrevemos A” em alternativaa AXx Ax ... X A.
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operacdes com conjuntos

observacao

Dois n—tplos ordenados (a1, az,...,an) e (b1, bz, ..., by) sdo iguais se e
somentese ay = by ea=bye...e a, = b,.

exemplo:

Sejam A = {4,5}, B={1,2,3} e C = {7}. Temos que

AxBx C=1{(4,17),(4,2,7),(4,3,7),(51,7),(5,2,7),(5,3,7)}

A* = {(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)}.
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operacdes com conjuntos

Vejamos algumas propriedades relacionadas com o produto cartesiano.
proposicao

Sejam A, B, C e D conjuntos. Ent3o,
1| AXZ=0=0XA;

2 | sendo os conjuntos n&o vazios, (Ax B) C(Cx D)seesé6se AC Ce
B C D,

3a| Cx (AUB) = (C x A)U(C x B);
3b | (AUB)x C=(Ax C)U(B x C);
4a| Cx(ANB)=(CxA)N(Cx B);
4b [ (ANB) x C=(Ax C)n (B x C);
5a| Cx (A\B)=(CxA)\(C x B);
5b [ (A\B)x C=(Ax C)\ (B x ().
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operacdes com conjuntos

demonstracao

2 | Admitamos que todos os conjuntos sdo ndo vazios. Pretendemos mostrar
que (AxB)C(CxD)seesé6se ACCeBCD.

(=) Suponhamos que (A x B) C (C x D) e procuremos provar que AC C e
B C D. Sejam a € A e b € B. Entio, por definicio de produto cartesiano,
(a,b) e Ax B.

Por hipétese, todo o elemento de A x B é elemento de C x D. Portanto,
(a,b) e Cx D, peloque ac CebeD.

Provdmos, assim, que

aceA=aeC e beB=beD,

donde AC Ce BCD.
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operacdes com conjuntos

(<) Reciprocamente, admitamos que A C C e B C D e mostremos que
(Ax B) C(Cx D).

Seja (a, b) € A x B. Ent3o, por definigdo de produto cartesiano, a € Ae b € B.

Por hipétese, todo o elemento de A é elemento de C e todo o elemento de B é
elemento de D.

Logo, a€ C e b € D e, portanto, (a,b) € C x D. Assim, é verdadeira a
proposi¢ao
Vab ((a,b) € Ax B — (a,b) € C x D)

e, portanto, (A x B) C (C x D).
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operacdes com conjuntos

5a | Pretendemos mostrar que C x (A\ B) = (C x A) \ (C x B).

Dado um par ordenado (x,y),
(x,y) e (CxA\(CxB)e (x,y) ECxAAN(x,y)¢ CxB

S (xeCAyeAAN(x¢gCVy¢B)
S ((xeCAyeAAxg )V
V((xe CAye A Ay ¢ B)
S(xeCAyeAAy¢B
oxeCAN(yeAAny ¢B)
< xeCAhye(A\B)
& (x,y) € C x (A\ B).

A demonstragdo das restantes propriedades fica ao cuidado dos alunos. O

observacdo Se os conjuntos A1, Az, ..., A, tém p1, pa, ..., pn elementos,
respetivamente, o produto cartesiano A; X Ay X ... X A, tem p1 X p2 X ... X pp

elementoc
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familias de conjuntos

Um conjunto cujos elementos s3o conjuntos é chamado uma familia de
conjuntos.

exemplo:

S3o familias de conjuntos:

1| P(A), o conjunto das partes de um conjunto A;
2| Pin(N) ={X: X é um subconjunto finito de N};
3| {{0,2,4,6,8},{1,2,3,4},{4,7}, 0},

41 {z",{0},z"}.

A definicdo seguinte generaliza as no¢des de unido e interse¢do de conjuntos, ja
estudadas.
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familias de conjuntos

Seja F uma familia ndo vazia de conjuntos.

A unido da familia F é o conjunto

UF={x:3rer xeF}

formado pelos objetos que pertencem a pelo menos um dos membros de
F.

A intersecao da familia F é o conjunto

mf:{X:VpefXEF}

formado pelos objetos que pertencem a todos os membros de F.

49



familias de conjuntos

exemplo:

L UPin(N)=N e NP(N)=2.

2| Para F = {{1,x,y,2},{1,2,3,2},{a,1}}, tem-se

U]:: {l,X,y,Z}U{1,2,3,Z}U{a,l} = {X7Y7271>27373},

NF=A{Llx,y,z}n{1,2,3,z} n{a, 1} = {1}.
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familias de conjuntos

exemplo:

Consideremos as seguintes familias de conjuntos:

A={Z",{0}, 2"}

B={{2,0,{1},2,{3},4},{9,1,2,3,{4}},{2,2,4}};

C ={I,: n € No}, onde, para cada n € Ng,
I,={xeR:—=n<x<n}=[-nn].

Temos que:
UA=2zZ u{oluzt =2, NA=Z n{0}NZ*" = gz;
UB={9,0,{1},2,{3},4} U {2,1,2,3,{4}} U {2,2,4}
={o,{1},{3},{4},0,1,2,3,4},
NB={9,0,{1},2,{3},4} N {2,1,2,3,{4}} N {2,2,4} = {=,2};
UC =Unen, In = Uper, [=mn] =R,
NC = Nheno In = Nien, [=n:n] = {0}
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familias de conjuntos

Seja F uma familia de conjuntos. Diz-se que F é constituida por conjuntos
disjuntos dois a dois se a intersecdo de dois quaisquer elementos distintos de
JF é o conjunto vazio, ou seja, e verdadeira a proposi¢ao

nyyg]: (X;ﬁ Y%XQYZQ).
exemplo:
1| A familia {{0,2,4,6},{8},{1,3,5},{7,9,11,13},{10,12}} é constituida

por conjuntos disjuntos dois a dois.

2| Os conjuntos da familia Pi»(N) n&o sdo disjuntos dois a dois.
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familias de conjuntos

Seja A um conjunto. Uma particao de A é um conjunto I de subconjuntos
ndo vazios de A, disjuntos dois a dois e cuja unido é A. Ou seja, uma familia
de conjuntos I é uma particdo de A quando s3o verdadeiras as seguintes
proposi¢coes

i | Vxen (XQA/\X;AQ);

II| nyygn ()(7é Y%XQY:Q);

i | Un=A.

Os elementos de I sdo chamados blocos da particao 1.
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familias de conjuntos

exemplo:

1| O conjunto {Z~,{0},Z"} é uma particdo de Z.

2| Seja A={1,3,5,7,9}. Entdo

M = {{175}7{379}7{7}}
My = {{173’5}’ {7v9}}
Ms = {{1}, {3}, {5}, {7}, {9}}

sdo particdes de A;
My = {{17 3, 5}’ {9}}
M5 = {{17 5,7, 9}, {37 5}}
Mg = {{17 3}7 {57 7}7 g, {9}}

ndo sdo parti¢cdes de A.
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