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relacoes binarias



relacdes binarias

A nocdo de relacdo entre dois objetos baseia-se na ideia de que esses dois
objetos estdo associados de alguma forma. Uma relagdo bindria serd, ent3o,
um conjunto de pares ordenados e os seus elementos serdo os pares ordenados
(a, b) tais que a estd associado a b.

Dados dois conjuntos A e B, chamamos relagdo binaria de A em B (ou
correspondéncia de A para B) a qualquer subconjunto R do produto
cartesiano A x B.

Os conjuntos A e B dizem-se, respetivamente, o conjunto de partida e o
conjunto de chegada de R. Quando A = B, dizemos simplesmente que R é
uma relagdo bindria em A.

Se (a,b) € R, entdo dizemos que a esta relacionado com b por R e
escrevemos a R b.

Se (a,b) ¢ R, escrevemos a Rb e dizemos que a ndo estd relacionado com b

por R.



relacdes binarias

exemplo:

1| Sejam A={0,2,4} e B=1{0,1,2,3}. Entdo

Ry ={(0,1)},
Ry, = {(07 1)? (Ov 2)’ (27 2)7 (4v 1)}a
R3 - {(07 0)7 (07 2)7 (27 0)7 (27 1)7 (27 3)}

sdo relagGes bindrias de A em B, enquanto que

S= {(0’ 0)7 (17 1)7 (2v 2)’ (37 3)}

ndo o é pois S € A x B. A correspondéncia R3, por exemplo, pode ser descrita
pelo seguinte diagrama A R;

B



relacdes binarias

2| Sejam A={1,2,3} e B={2,4,6,9,10}, e seja R a relacdo de Aem B
definida por
aRb seesése a|lb(ou seja, adivide b).

Entdo
R ={(1,2),(1,4),(1,6),(1,9),(1,10), (2,2),(2,4),(2,6),(2,10),(3,6),(3,9)}.
Note-se que

2R 9 pois 2 /9, embora (2,9) € A x B;
5R 10 pois (5,10) ¢ A x B, embora 5|10.



relacdes binarias

3| Sejam A={1,2,3,4} e B=1{1,3,4,8,9}. Entdo,
R=1{(1,1),(2,4),(3,9)} é uma relagdo bindria de A em B que pode ser
definida por

aRb seesése b=a" (ac A beB).

4 | Seja A={1,2,3}. Entdo

g, {(1,1),(1.2),(22),3.2)}, {(1,2),(3.3)}, A°

sdo relagbes em A.

5| R={(x,y) € Z*: y = 2x} é uma relagio em Z. Por exemplo,

(0,0) € R, (1,2) € R, (4,8) € R,
(—2,-4) € R, (2,3) € R, (8,4) € R.



relacdes binarias

Dados dois conjuntos A e B, o conjunto de todas as relagdes bindrias de A em
B ¢ o conjunto P(A x B).

Se os conjuntos A e B forem finitos e tiverem n e m elementos,
respetivamente, entdo A x B tem n x m elementos, pelo que P(A x B) tem
2"*™M elementos. Assim, existem 2"*™ relacdes binarias de A em B.

Os conjuntos @ e A X B s3o relagbes binarias de A em B, designadas,
respetivamente, por relacdo vazia e relacao universal.



relacdes binarias

Seja A um conjunto n3o vazio. Ent3o,
ida={(a,a):a€ A} e wa=A"={(x,y) :x,y € A}

sdo relacbes bindrias em A. A ida chamamos relagao identidade em A e a wa
chamamos relacao universal em A.

Sejam A, B conjuntos e R uma relagcdo binaria de A em B. Chamamos
dominio de R ao conjunto

Dom(R) = {a €A |E|bEB (a, b) € R}

Chamamos imagem ou contradominio de R ao conjunto

Im(R) = {b € B |J.ca (a,b) € R}.



relacdes binarias

exemplo:

1 | Consideremos os conjuntos A = {2,4,5} e B={2,3,4,5} e a relagdo R de
A em B definida por (a,b) € R se e s6 se a < b. Entéo,

i R=1{(23),(2.4),(25),(45)}
i. Dom(R) = {2,4};

ii. Im(R) = {3,4,5}.



relacdes binarias

2 | Seja R = {(1,0),(1,1),(1,3),(5,0), (5,3), (7,1), (7,3)} a relagso do
conjunto A = {1,3,5,7} no conjunto B = {0, 1,2, 3,4}, ilustrada pelo seguinte
diagrama

R

Entao,

4

Dom(R) = {1,5,7},

P

§

Im(R) = {0,1,3}.

!‘

3 | Seja R a relagdo bindria em Z definida por

aRb seesbése |a] =2b.

Temos Dom(R) ={a € Z: a é par} e Im(R) = No.
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Duas relagdes bindrias R e S de um conjunto A num conjunto B s3o iguais
quando os conjuntos R e S sdo iguais. Em particular, Dom(R) = Dom(S) e
Im(R) = Im(S). Note-se, no entanto, que ndo é necessariamente verdade que
R = S sempre que Dom(R) = Dom(S) e Im(R) = Im(S).

exemplo:

Consideremos os conjuntos A = {2,4,5} e B ={2,3,4,5}. Seja R a relagdo
de A em B definida por (a,b) € R se e s6 se a < b e seja
5={(2,3),(2,4),(4,5)}. Entdo,

i. Dom(R) = {2,4} = Dom(S);

i. Im(R) ={3,4,5} =Im(S);

iii. (2,5) € Rmas (2,5) ¢S, peloque R#S.
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Dados conjuntos A e B, uma relagdo bindria R de A em B diz-se:

total quando Dom(R) = A;

univoca quando é verdadeira a proposi¢cdo
VacAVb, beB ((aRb1 N asz) — by = bz);

uma fungao ou aplicacao quando R é uma relag3o total e univoca.

observacao:
Escreve-se f : A — B para indicar que f é uma fun¢do de A em B.
Se f é uma fun¢do de A em B entdo, para cada a € A, escreve-se f(a) = b,

onde b é o dnico elemento de B tal que (a, b) € f, e diz-se que b é a imagem
de a por f ou que b é o valor que a funcao f assume em a.

10



relacdes binarias

De seguida, estudamos alguns processos que permitem obter novas relagGes a
partir de relacdes dadas.

Como uma relagdo bindria é um conjunto, podemos considerar, em particular,
os processos estudados anteriormente para obter novos conjuntos a partir de
conjuntos dados. Assim, se R e S s3o relagbes binarias de A em B, o mesmo
acontece com RUS, RNS, R\ S, pois cada um destes conjuntos é ainda um

subconjunto de A x B.

exemplo:

Consideremos os conjuntos A = {2,4,5} e B={2,3,4,5} e as relacdes
R =1(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)} e S ={(2,3),(2,4),(4,5)}. Entdo,

i. RUS=1{(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)} é uma relagdo bindria de A em B;
i. RNS=1{(2,3),(2,4),(4,5)} é uma relagdo bindria de A em B;

iii. R\'S =1{(2,5)} é uma relagdo biniria de A em B. 1
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Além destes processos para obter novas relagdes, existem outros que sao
especificos das relagdes.

Sejam A, B conjuntos e R uma relacdo bindria de A em B. Chama-se relacdo
inversa de R, e representa-se por R}, a relacio de B em A definida por

R'={(b,a)e Bx A|(a,b) € R}.

exemplo:

1 | Consideremos os conjuntos A = {2,4,5}, B ={2,3,4,5} e a relagdo R de
A em B definida por (a,b) € R se e sé se a < b. Uma vez que
R = {(25 3)5 (27 4)7 (27 5)5 (43 5)}' tem-se

R =1{(3,2),(4,2),(5,2),(5,4)}.

12



relacdes binarias

2 | Consideremos os conjuntos A = {1,3,5} e B = {1,2,3,4}. A relagdo
R=1{(1,1),(1,2),(1,3),(5,2),(5,3)} de A em B tem como inversa a relagdo
R~ =1{(1,1),(2,1),(3,1),(2,5),(3,5)} de B em A.

3| Arelagio S = {(x,y) € N*: x < y} em N tem como inversa a relagio em N

571

{ly,x) eN*: x <y}
{(y,x) eN*: y > x}
{(x,y) eEN*: x> y}.

13



relacdes binarias

Sejam A, B conjuntos e R e S relagdes bindrias de A em B. Ent3o,
1| Dom(R™!) = Im(R) e Im(R™!) = Dom(R).
2 (RH =R

3]Se RCS, entdo Rlcs L

14



relacdes binarias

Sejam A, B, C, D conjuntos, R uma relagio bindria de Aem B e S uma
relacdo bindria de C em D. Chama-se relacdo composta de S com R, e
representa-se por S o R, a relagdo bindria de A em D definida por

SoR={(x,y) € Ax D |3.epnc ((x,z2) € RA(z,y) € S)}.

E de notar que, nas condi¢cdes da definicio anterior, se BN C = &, entdo
S o R = .

15



relacdes binarias

exemplo:

1| Sejam A={a,b,c,d}, B=1{1,2,3} e C ={x, y,z}. Dadas as relagBes
R ={(a,1),(b,2),(b,3),(d,1),(d,3)}, de Aem B, e
S={(1,y),(2,x),(2,2),(3,y)}, de B em C, temos que

SoR={(a,y),(b,x),(b,y), (b, 2),(d,y)}

é uma relagdo bindria de A em C.

NS =
==t (=

16



relacdes binarias
2| Sejam A={1,2,3}, B={1,2,3,4,5}, C ={0,2,3,4} e D ={0,1,3,5}.
Consideremos as relacdes bindrias

R={(1,2),(1,3),(2,2),(2,4)} CAx B

5 =1{(0,1),(3,0),(3,3),(3,5),(4,0)} C C x D.

17
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— p \ 7
-%4 ~

Tem-se So R = {(1,0), (1,3),(1,5), (2,0)}.

18
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C DNA B
=

Além disso, Ro S = {(0,2), (0, 3)}.

19
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Atendendo ao exemplo anterior, podemos concluir que a composicdo de
relages bindrias ndo é necessariamente comutativa.

Sejam R, S e T relagdes bindrias onde R C A x B. Entdo,
1| Dom(S o R) C Dom(R) e Im(S o R) C Im(S).
2|(ToS)oR=To(SoR).

3| Roida= R =idgoR.

4] (SoRy'=R o5t

20
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demonstragio:

1 | Comecemos por mostrar que Dom(S o R) C Dom(R).

Dado x € Dom(S o R), existe y tal que (x,y) € S o R. Por defini¢do de relagdo
composta, (x,z) € Re(z,y) € S para algum z.

Em particular, (x,z) € R, pelo que x € Dom(R).

De forma semelhante prova-se que Im(S o R) C Im(S).

2 | Seja (x,y) € (T oS)oR. Entdo, (x,z) € Re(z,y) € T oS para algum z.

De (z,y) € T o S segue que (z,w) € Se (w,y) € T para algum w.

21
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Ora, como (x,z) € Re (z,w) € S, temos que (x,w) € SoR

Assim, (x,w) € SoR e (w,y) € T, pelo que (x,y) € To(SoR). Logo,

(ToS)oRC To(SoR).

De modo andlogo prova-se que T o

3 | exercicio

4 | Para todo o objeto (x,y),

(x,y)€(SoR)™

toeoQ

(SoR)C

(ToS)oR

(y,;x)€SoR

3; ((y,z) € RA(z,x)€S)

3. ((z,y) e R7'A(x,2) €S

3 ((X7Z) €S 'A(z,y) €RTY)
y)

eR oS5t

z

(X7

22



propriedades das relacoes binarias

Em seguida, referimos certas propriedades que permitem caraterizar algumas
classes especiais de relagdes bindrias.

Sejam A um conjunto e R uma relagio bindria em A. Dizemos que
1| R é reflexiva quando a proposicdo V.ca (a,a) € R é verdadeira;

2 | R é simétrica quando a proposi¢do V. peca ((a,b) € R — (b,a) € R) é
verdadeira;

3 | R é antissimétrica quando a proposi¢do
Vabea (((a,b) € RA(b,a) € R) = a = b) é verdadeira;

4 | R é transitiva quando a proposi¢cdo
Vabcea(((a,b) € RA(b,c) € R) — (a,c) € R) é verdadeira.

Note-se que uma relagdo bindria R em A é antissimétrica se e sé se

Vabea(((a,b) € RAa#b)— (b,a) € R)

23
é uma proposi¢do verdadeira.



propriedades das relacoes binarias

exemplo:
Seja A um conjunto.
1| A relagdo ida € reflexiva, simétrica, transitiva e antissimétrica em A.

2 | A relagdo wa é reflexiva, simétrica e transitiva em A. Esta relagdo é
antissimétrica se e s6 se A tem no maximo um elemento.

3 | A relagdo @ é simétrica, transitiva e antissimétrica em A. Esta relagdo é

reflexiva se e sé se A = &.

24
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41Se A={1,2,3,4} e R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3), (4,4},
entdo:

i. uma vez que (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € R, a relagdo R é reflexiva;
ii. o par (1,2) é elemento de R, mas (2,1) € R, pelo que R n3o é simétrica;

iii. como n3o existem elementos distintos a, b € A tais que (a,b) € R e
(b, a) € R, podemos afirmar que a relagdo R é antissimétrica;

iv. R é transitiva, visto que

(1,1) ERA(L,1) ER) = (1,1) €R
((1,1) e RA(1,2) € R) = (1,2) € R
(1,1) ERA(1,3) ER) = (1,3) €R
((1,2) ERA(2,2) €ER) = (1,2) €R
((1,2) e RA(2,3) € R) = (1,3) € R
((1,3) ERA(3,3) €ER) = (1,3) €R
((2,2) e RA(2,2) € R) = (2,2) € R
((2,2) ERA(2,3) €ER) = (2,3) €R
((2,3) ERA(3,3) €R) = (2,3) €R
((3:3) ERA(3,3) €R) = (3,3) €R
((4,4) € RA(4,4) € R) = (4,4) € R

e o antecedente da implicacdo ((a,b) € RA(b,c) € R) = (a,c) € R é falso
para as restantes combina¢des de valores para a, b e c.



propriedades das relacoes binarias

Sejam A um conjunto e R uma relag3o biniria em A
1| R é reflexiva se e s se ida C R;
2 | R é simétrica se e s6 se R™! = R;

3 | R é transitiva se e sé se RoR C R;

. Entdo

4| R é antissimétrica se e s6 se RN R~ C ida.

demonstragdo | exercicio.

26



relacoes de equivaléncia

Seja A um conjunto. Uma relacdo bindria R diz-se uma relagao de
equivaléncia em A quando R é reflexiva, simétrica e transitiva.

exemplo:

1 | Dado um conjunto A n3o vazio, as relagdes ida e wa sdo relagdes de
equivaléncia em A.

2 | Sejam A ={1,2,3,4,5} e
R =1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}. Entdo,
i. R é reflexiva uma vez que
ida = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)} C R;
ii. R é simétrica pois
R7!= {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,1),(1,2),(4,3),(3,4)} = R;

iii. R é transitiva porque
RoR=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,1),(1,2),(4,3),(3,4)} CR.

Por i.-iii., R é uma relagdo de equivaléncia em A. 27



relacoes de equivaléncia

3 | Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma fung¢do. A relacdo bindria definida
em A por
xRry seesése f(x)="F(y)

é uma relagdo de equivaléncia em A. De facto,
i. R é reflexiva: para todo x € A, f(x) = f(x);
ii. Rr é simétrica: para quaisquer x,y € A,

f(x) =fy) = fly) = f(x);

iii. Rf é transitiva: para quaisquer x,y,z € A,

(F(x) = fy) A f(y) = £(2)) = f(x) = f(2).

28
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4 | Seja R a relagdo bindria em Z definida por

aRb seesése a— b édivisivel por 3.

Facilmente verificamos que R é uma relacdo de equivaléncia. Com efeito,

i. para todo a € Z, a— a =0 é divisivel por 3, pelo que a Ra. Portanto, R é

reflexiva;

ii. para todos a,b € Z, se aR b, entdo a — b = 3k, para algum k € Z, pelo que
b—a=—(a—b)=—(3k)=3(—k), com —k € Z. Logo, bRa e, assim, R é

simétrica;

iii. para todos a,b,c € Z, se aRbe bRc, entdo a— b = 3k, para algum

k €7Z,e b—c =23k, para algum k' € Z. Logo,
a—c=(a—b)+(b—c)=3(k+ k"), com k+ k' € Z, pelo que aR c. Logo,
R é transitiva.

29
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Notemos que, dado a € Z,

1Ra seesbése 1—a=3k, paraalgum k€ Z
seesése a=3k+ 1, paraalgum k € Z
se e s6 se a tem resto 1 na divisdo inteira por 3.

De modo andlogo se prova que 2 R a se e s6 se a tem resto 2 na divisdo inteira
por 3 e 0 R a se e sé se a tem resto 0 na divisdo inteira por 3.

Assim, uma vez que 0, 1, 2 sdo os lnicos restos possiveis na divisdo inteira por
3 e R é uma relagdo de equivaléncia, os elementos de Z podem ser agrupados
nos seguintes trés subconjuntos de 7Z:

Xo={a€Z|0Ra}={ac€Z| ez a=3k}

Xi={ac€Z|1Ra}={a€Z|3kez a=3k+1}
Xo={a€Z|2Ra}={a€Z|3pez a=3k+2}

30
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Sejam R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A e x € A. Chama-se
classe de equivaléncia de x médulo R ou, caso n3o haja ambiguidade, classe
de equivaléncia de x, ao conjunto

[xXIr={y € A| xRy}

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elementos de A chamamos
conjunto quociente de A médulo R e representamo-lo por A/R, ou seja,

A/R ={[x]r | x € A}.

31
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exemplo:

1 | Consideremos a relagdo de equivaléncia R definida no exemplo anterior.
Entao,

[Olr={acZ|0Ra}={acZ| 3kecz a =3k}
Mlp={a€Z|1Ra}={a€Z | 3kez a=3k+1}
Rlr={ac€Z|2Ra} ={a€Z| ez a=3k+2}

e Z/R = {[0]r, [1]r, [2]r}-

32
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2 | Seja A # . Consideremos a relagdo de equivaléncia ida. Para x € A,
temos que

Xlian ={y € Alyidax} ={y € Aly =x} = {x}

e, portanto,
AJida = {{x} | x € A}.

3 | Seja A # @. Consideremos a relagdo de equivaléncia wa. Para x € A, temos
que
Xloa ={y €Al ywax} = A
pelo que
Alwa = {A}.

33



relacoes de equivaléncia

4| Seja A ={1,2,3,4}. Consideremos a relacio de equivaléncia
R= {(15 1)3 (27 2)7 (17 2)5 (23 1)7 (37 3)7 (43 4)} Entdo,

[Ur={1,2} =[2lr, Blr=1{3}, [4r={4}.
Assim, A/R = {{1,2},{3},{4}}.

34
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exemplo:

Consideremos de novo as relacdes referidas no exemplo anterior e os respetivos
conjuntos quociente.

1 | O conjunto quociente Z/R = {[0]r, [1]r, [2]r}, onde R é a rela¢do de
equivaléncia definida por aR b se e sé se a— b é divisivel por 3, é uma
particao de Z.

2 | Dado A # @, temos que A/ida = {{x} |x € A}. E claro que A/ids é uma
particao de A.

3 | Dado A # @, temos que A/wa = {A} e {A} é uma partigdo de A.

41Se A={1,2,3,4} e R=1{(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3), (4,4)}, entdo
A/R = {{1,2},{3}, {4}}. Facilmente se verifica que A/R é uma parti¢do de
A=1{1,2,3,4}.

35
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A cada relagdo de equivaléncia definida num conjunto A estd associada uma
particao de A.

Seja R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A. Entdo, A/R é uma
particao de A.

O reciproco do resultado anterior também é valido, ou seja, cada particdo de
um conjunto define uma relagdo de equivaléncia nesse conjunto.

Sejam A um conjunto, N uma particdo de A e Rp a relagdo bindria em A
definida por

XRny seesése existe X €l tal que x,y € X.

Entdo, Rn é uma relacdo de equivaléncia em A.

36



relacoes de equivaléncia

exemplo:

1| Sejam A=1{1,2,3,4,5,6} e M = {{1,2,3},{4,6},{5}} uma particdo de A.
Entao,

Rn= {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),
(4,4),(6,6),(4,6),(6,4),(5,5)

)
1.
2 | Sejam A=Z e N = {Xp, X1, X2}, onde

Xo ={3k | ke Z}, X1 ={3k+1]| keZ}, Xo ={3k+2| keZ}.
Ent3o,

XRny seesdse x—y édivisivel por 3.

37
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observacao:

Sejam A um conjunto, R uma relagdo de equivaléncia em A e 1 uma particdo
de A. Ent3o,

1| A/R é uma particdo de A e

Ra/r = R.

2 | Rn é uma relagdo de equivaléncia em A e

A/(Rn) = 1.
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relacées de ordem parcial

Seja A um conjunto. Uma relagdo bindria R diz-se uma relagdo de ordem
parcial em A quando R é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Neste caso, ao
par (A, R) da-se a designacdo de conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.).

exemplo:
S3o exemplos de c.p.o.'s os seguintes pares:
1] (A,ida), onde A é um conjunto e ida = {(a,a) : a € A}.

2| (N,<), onde < é a relagdo “menor ou igual” usual em N (para todo x € N,
x < x, logo < é reflexiva; para todos x,y € N, se x <y ey <x, entdox =y
e, portanto, < é antissimétrica; para todos x,y,z€ N, se x<yey <z,
entdo x < z, pelo que < € transitiva).

3| (N,]), onde | é a relagdo “divide” em N.

4] (P(A),C), onde A é um conjunto qualquer e C é a relagdo de inclusio
usual.
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relacées de ordem parcial

Se n3o houver ambiguidade, representamos uma ordem parcial num conjunto A
por < e o respetivo c.p.o. por (A, <).

notagdo

Dado um c.p.o. (A, <) e dados a, b € A, escrevemos

a < belemos “aé menor ou igual a b" ou “a precede b" para representar
(a,b) €<;

a £ b elemos “a n3o é menor ou igual a b” se (a,b) ¢<;

a < belemos “aé menor do que b" ou “a precede propriamente b" se a< be

a # b;

a << belemos "b é sucessor de 3" ou “a é sucedido por b" ou “b cobre a" ou
“a é coberto por b" se a < be —(Jceca (a < c Ac < b)).
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relacGes de ordem parcial & diagrama de Hasse

Dado um c.p.o. (A, <) e dados a, b € A, dizemos que a, b sio comparaveis
quando a < b ou b < a. Por outro lado, quando a £ b e b £ a, dizemos que a
e b sdo incomparaveis e escrevemos al|b.

Um c.p.o. (A, <), em que A é um conjunto finito ndo vazio, pode ser
representado por meio de um diagrama de Hasse, como se descreve em

seguida.

1 | cada elemento a € A é representado por um ponto do plano:

L =]
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relacGes de ordem parcial & diagrama de Hasse

2 | se a e b sdo dois elementos de A tais que a < b, representa-se b acima de a;
além disso, se a << b unem-se estes dois pontos por um segmento de reta.

oW L
a ou a

42



diagrama de Hasse

exemplo:

1| Sejam A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} e | a ordem parcial
definida por

x|y < Jken y = kx.

O c.p.o. (A,|) pode ser representado pelo seguinte diagrama de Hasse:
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diagrama de Hasse

2 | Seja X ={1,2,3}. O c.p.o. (P(X),C) pode ser representado pelo
diagrama de Hasse que se segue.

< {2,3}

< (3}
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elementos especiais de um c.p.o.

Dados um c.p.o. (A, <) e X um suconjunto de A, podem existir elementos
com propriedades especiais relativamente a X.

Sejam (A, <) um c.p.o., X um subconjunto de A e m € A. Dizemos que m é:

1 | um elemento maximal de X quando m € X e ndo existe x € X tal que
m < x;

2 | um elemento minimal de X quando m € X e n3o existe x € X tal que
x < m;

3 | majorante de X quando x < m, para todo x € X;

4 | minorante de X quando m < x, para todo x € X;
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elementos especiais de um c.p.o.

5 | supremo de X quando m é majorante de X e m < m’, para qualquer m’

majorante de X;

6 | infimo de X quando m é minorante de X e m" < m, para qualquer m’
minorante de X;

7 | maximo de X quando m é majorante de X e m € X;
8 | minimo de X quando m é minorante de X e m € X.

O conjunto dos majorantes de X e o conjunto dos minorantes de X sdo
representados por Maj(X) e Min(X), respetivamente.

Caso exista, o supremo (resp.: infimo, maximo, minimo) de um subconjunto X
de A é dnico e representa-se por sup(X) (resp.: inf(X), max(X), min(X)).
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elementos especiais de um c.p.o.

Note-se que, em particular, A tem um maximo se existir m € A tal que x < m,
para todo x € A; A tem elemento minimo se existir m € A tal que m < x, para
todo x € A.

exemplo:

Consideremos, de novo, o c.p.o. (A,]), onde
A={1,23,4,56,7,8,9,10,11,12,13, 14}.

Os elementos maximais de As3008,09,010,011,012,013e014;1é0

unico elemento minimal de A. Além disso,

Min(A)= {1}, Maj(A)= o, inf(A)=1,
min(A)= 1, sup(A) ndo existe, max(A) ndo existe.
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elementos especiais de um c.p.o.

Se X = {2,4,6}, entdo os elementos maximais de X ssoo04e06;2¢éo0
unico elemento minimal de X. Além disso,

Min(X)={1,2}, Maj(X)= {12}, inf(X)=2,
min(X)= 2, sup(X)= 12, max(X) ndo existe.
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elementos especiais de um c.p.o.

Se X = {2,3,4,6}, entdo os elementos maximais de X sdioo4e06;2 e
3 s3o os elementos minimais de X. Além disso,

Min(X)= {1}, Maj(X)= {12}, inf(X)=1,
min(X) ndo existe, sup(X)= 12, max(X) ndo existe.
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elementos especiais de um c.p.o.

Se X = A\ {1}, entdo os elementos maximais de X sdo: 8, 9, 10, 11, 12,
13 e 14; os elementos minimais de X s3o: 2, 3, 5,7, 11 e 13. Além disso,

Min(X)= {1}, Maj(X)= o, inf(X)=1,
min(X) n3o existe, sup(X) ndo existe, max(X) ndo existe.
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elementos especiais de um c.p.o.

Num c.p.o. (A, <), sdo equivalentes as seguintes afirmacdes, para quaisquer
a,be A

1| a<b;
2 | sup{a, b} = b;

3 | inf{a, b} = a.
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reticulados

Em seguida, consideramos algumas classes especiais de c.p.o.’s.

Um c.p.o. (A, <) diz-se um reticulado quando, para quaisquer x,y € A,
existem o supremo e o infimo do conjunto {x, y}.

exemplo:

Consideremos os c.p.o.'s representados pelos seguintes diagramas:

f e
d

Rl a R2 R3 a

Os c.p.o.'s R> e R3 sdo reticulados.

Ri1 n3o é reticulado pois, por exemplo, n3o existe supremo de {b, c}.
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cadeias

Uma ordem parcial < num conjunto A diz-se uma ordem total ou ordem
linear quando quaisquer elementos a e b de A sdo compardveis. Neste caso,
(A, <) diz-se uma cadeia ou um conjunto totalmente ordenado.

Um subconjunto X de A diz-se uma cadeia em (A, <) ou um subconjunto
totalmente ordenado de (A, <) quando, para quaisquer x,y € X, x e y sdo

comparaveis.
exemplo:

1| {3,6,12} e {2,4} sdo cadeias em ({1,2,3,4,6,10,12},|), mas este c.p.o.
ndo é uma cadeia, pois 4 e 10 sdo incomparaveis.

2 (N, <), (Z,<), (R, <) s3o cadeias.

observacao:

Toda a cadeia é um reticulado, mas o reciproco n3o se verifica.
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