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Grupo |

Este grupo é constituido por 6 questdes. Em cada questdo, deve dizer se a afirmagdo indicada é verdadeira
(V) ou falsa (F), assinalando o respetivo quadrado. Em cada questdo, a cotagdo atribuida serd I valor, -0,25
valores ou 0 valores, consoante a resposta esteja certa, errada, ou ndo seja assinalada resposta, respetivamente.
A cotagdo total neste grupo é no minimo 0 valores.

V F

1. Sendo A e B conjuntos, (A,0) é um elemento de P(A) x P(B)ede P(Ax B). 0O K

2. Existem exatamente 3 rela¢des bindrias de {4,5,6} para {1,2,3,4} cuja imagem O X

¢ {11,

3. Se uma relag¢do binaria R num conjunto n3o vazio A é simétrica e antissimétrica, X O
entdo R\ ida = 0.

4. {lx — 1,z 4+ 2[: = € Z} é o conjunto quociente de R por alguma relagio de O K
equivaléncia em R.

5. Se (A,<)éumcpoe X C Atem um elemento méaximo, entdo X tem elemento X O
maximal.

6. {(a,1),(b,3),(c,2)} é uma aplicagdo sobrejetiva de {a, b, c,d} em {1,2,3}. O X

Grupo Il
Este grupo é constituido por 5 questdes. Responda, sem justificar, no espaco disponibilizado a seguir a questdo.
1. D& um exemplo de conjuntos A, B e C que n3o verificam a igualdade (A x B)NC = (ANC) x (BNC).
Resposta: A = B=C = {1}

(OBS.: Note-se que Ax B ={(1,1)}, que (Ax B)NC = {(1,1)}n{1} =0 e que (ANC)x (BNC) =
{1 > {1} ={(1,D})

2. Considere os conjuntos A = {2,3,4,5} e B ={4,8,9,15,25,49} e a relacdo bindria R em A definida,
para quaisquer x,y € A, por (z,y) € R quando 2V € B. D& exemplo de uma relagdo bindria S de B
para Atalque RoS#0e S 'oR=1.

Resposta: S = {(4,5)}

(OBS.: Note-se que R = {(2,2),(2,3),(3,2),(5,2)})

3. Considere a fungdo f : R — R tal que, para todo z € R, f(z) = max{m € Z : m < z}. Indique [r],,
onde p = {(z,y) € R? : f(x) = f(y)} é o niicleo da fungdo f.

Resposta: (7], ={z € R: f(z) = f(m)} = [3,4]
(OBS.: Note-se que f(w) é o maior inteiro m tal que m < m, ou seja, f(mw) = 3. Assim, a classe de

equivaliicia de m é formada pelos reais cuja imagem por [ € 3, isto €, por todos os reais x para os quais
o maior inteiro menor ou igual a x € 3)



4. Sejam A = {1,2,3,4,5} e T = {(1,2),(1,3),(3,5)}. Indique uma relagdo bindria R em A tal que
RUT é uma ordem parcial em A.

Resposta: R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5)}

(OBS.: Para que RUT seja reflexiva, € necessario que idy C (RUT). Assim, R tem de conter
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5). Além disso, como (1,3),(3,5) € T, também (1,3),(3,5) € RUT. Para
que RUT seja transitiva, é necessdrio que (1,5) pertenca a RUT. Para a escolha de R apresentada,
prova-se que (RUT)N(RUT) ! C ida, pelo que RUT é antissimética, e que (RUT)o(RUT) C (RUT),
donde RUT € transitiva.)

5. Indique f* ({—1,0,1,2}) para a fungdo f : R — R definida por

0 sex =1

x? sex >1

z+1 sex<1
-

Resposta: < ({—1,0,1,2}) = {-2,-1,0,1,v/2}

(OBS.: Para determinar o conjunto pretendido, temos de resolver as equagbes f(x) = —1, f(x) =0,
f(z) =1 e f(x) = 2. Para tal, é preciso considerar os varios ramos de f. Para resolver f(z) = 0,
devemos resolver t +1=0comx <1,0=0comz =1, ex?> =0 comx > 1. Assim, f(r) =0 se e
s6sex=—loux=1 umavezquex+1=0r=—-1e—-1<1, ex?=0<1=0, mas 0 % 1.
Para resolver f(x) = 2, devemos resolver x +1=2comx <1,0=2comz =1, exz* =2 comz > 1.
Temos que f(x) = 2 se e somente se x = \/2, umavezquer+1 =22 =1, mas1 £ 1,0=2¢
impossivel, e 1> = 2 & & = +v/2, /2 > 1 mas —/2 # 1. )

Grupo Il

Este grupo é constituido por 3 questdes. Responda na folha de exame, justificando todas as suas respostas.

1. Seja p a relagdo de equivaléncia em P(N) definida por: XpY sse X N {3} =Y N {3}.

Determine:

(a) a classe de equivaléncia [{2020,2021}],;

[{2020,2021}], = {Y € P(N):{2020,2021} N {3} =Y N{3}} (por def. de classe de eq.)
= {YePN):0=YNn{3}} (pa. {2020,2021} N {3} =0)
= {YeP(N):3¢Y} (pg. YN{3} =0sse3¢Y)

(b) o conjunto quociente P(N)/p.

Por definicdo, P(N)/p = {[X], : X € P(N)}. Na alinea anterior, j& calculamos [X], para
X = {2020, 2021}. Calculemos agora para X = {3}.

{3}, = {YePN):{3}n{3} =Y N{3}} (por def. de classe de eq.)
= {YePIN): {3} =Y N{3}} (pa- {3} N {3} = {3})
= {YeP(N):3eY} (pq- YN{3} ={3} sse3€Y)

As classes [{2020,2021}], e [{3}], sdo diferentes. Vamos agora argumentar que

P(N)/p = {[{2020,2021}],, [{3},}

ou seja, as duas classes jd calculadas sdo as tnicas classes de equivaléncia da relacdo p. Queremos
provar que: para todo X € P(N), [X], = [{2020,2021}], ou [X], = [{3}],. Ora, dado X € P(N),
temos dois casos.

e Primeiro caso: 3 € X. Entdo Xp{3}, donde [X], = [{3}],.

e Segundo caso: 3 ¢ X. Entdo X p{2020,2021}, donde [X], = [{2020,2021}],.



2. Considere o cpo (A, R) com o seguinte diagrama de Hasse associado: h

(a) Determine X = {z € A : dRz}.
Resposta: Pelo diagrama de Hasse, sabemos que dRd, dRg, dRf e dRh.

Sendo R uma relagdo reflexiva, sabemos que (d,d) € R, ou seja, dRd.

Como g e f estdo representados acima de d e existe um segmento a unir

0s pontos correspondentes a d e g e outro a unir os pontos correspondentes
ad e [, podemos afirmar que dRg e dRf. Além disso, como existe um segmento a unir os
pontos correspondentes a f e h, estando este tltimo representado acima do de f, sabemos que
fRh. Temos que dRf e fRh e, sendo R transitiva, dRh. N3o existe mais nenhum ponto
acima do correspondente a d ao qual este esteja unido por um segmento para além dos pontos
correspondentes a f e g. Mais, o ponto correspondente a h € o tinico acima do ponto correspondente
a f. Podemos, assim, concluir que os tinicos elementos x de A, distintos de d, tais que dRx sdo

f.geh.

a

Logo, X ={d, f,qg,h}.

(b) D& exemplo de, ou justifique que n3o existe,
i. um elemento = de A tal que {b,z} ndo admite supremo.
Resposta: O dnico elemento x de A tal que {b,x} ndo admite supremo é x = g.

Sabemos que, se x € tal que xRb, entdo sup{b,x} = b e, se x € tal que bRz, entio sup{b, z} =
x. Assim, para ndo existir sup{b,x}, b e x tém de ser incompardveis. Os elementos x de A
tais que b e x s3o incompardveis sio c¢,d e g. Note-se que sup{b,c} = e e sup{b,d} = f.
Dado que Maj{b,g} = 0, ndo existe sup{b,g}.

ii. um subconjunto Y de A com exatamente 3 elementos minimais.
Resposta: Consideremos Y = {b, ¢, d}.

Nio existe nenhum elemento x € Y distinto de b tal que xRb. Logo, b é elemento minimal
de Y. Como ndo existe nenhum elemento © € Y diferente de c tal que xRc, ¢ é elemento
minimal de'Y. Finalmente, dado que ndo existe nenhum elemento x € Y distinto de d tal que
xzRd, d € elemento minimal de Y. Portanto, Y tem 3 elementos minimais.

(c) Determine o maior subconjunto Z de A tal que a € Z e Maj(Z) = {f, h}.

Resposta: Consideremos Z = {b,d, f}.
Para f e h serem majorantes de Z, temos de ter tRf e xRh, para todo x € Z. Assim, h ndo
pode pertencer a Z, uma vez que hiR f. Dado que elRh, cRh e glRh, e, c, g ndo podem pertencer a

Z. Como xRf e xRh, para todo x € {b,d, f}, podemos concluir que o maior subconjunto Z de
Atalquea & Z e Maj(Z) ={f,h} é€ Z ={b,d, f}.

3. Seja f : A — A uma aplicagdo, seja Im(f) a imagem de f e seja Fix(f) = {a € A: f(a) =a} o
conjunto dos pontos fixos de f. Mostre que:

(a) Se f = fof,entdo Im(f) = Fix(f).

Resposta: Suponhamos que f = f o f, ou seja, que
Vaea f(a) = f(f(a)). (1)
Queremos provar que Im(f) = Fix(f). Tal serd feito por dupla inclusio.

(©) Seja a € Im(f). Entdo
Feea f(z) =a. (2)

Logo,
fla) = f(f(x)) por (2) e por f ser aplicac3o (e portanto univoca)

—f@) por (1)
=a por (2),

donde a € Fix(f). Dado que a é um elemento qualquer de Im(f), deduz-se que Im(f) C Fix(f).



(D) Sejaa € Fix(f)). Entdo f(a) = a, donde a € Im(f) pois existe algum x € A tal que f(x) = a.
Provou-se assim que Fix(f) C Im(f).

Finalmente, de Im(f) C Fix(f) e Fix(f) C Im(f), conclui-se que Im(f) = Fix(f).
(b) Se f = fo fe fésobrejetiva, entdo f é a aplicagdo identidade.

Resposta: Suponhamos que f = f o f e que f € sobrejetiva. Pela alinea (a), de f = f o f resulta
que Im(f) = Fix(f). Por outro lado, Im(f) = A dado que f € sobrejetiva por hipétese. Logo
Fix(f) = A, o que significa que

Vaca f(a) =a. (3)

Portanto f € a aplicacdo identidade.
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